STICHTING

MATHEMATISCH CENTRUM

2e BOERHAAVESTRAAT 49
AMSTERDAM

ZW 1949-006

Existentie van eindige binaire projectieve groepen

"Actualiteiten"

W. Peremans

1949



Rapport ZW, 1949-006,

Existentie van eindige binaire projectieve groepen.

(Voordracht door W. Peremans in de serie Actualiteiten, 24 Septs.
1949

81. Bekende feiten.

We beschouwen de draaiingen van de gewone (driedimensionale Eu~
clidische) ruimte om een vast punt O. Deze draailingen kunnen ook opge-
vat worden als draaiingen van een boloppervlak met O als middelpunt.
De groep van deze draaiingen bevat, zoals bekend, de volgende vijf
typen van eindige ondergroepenz
1° eyclische groepeﬁzﬁgn orde N, bestaande uit N draaiingen met dezelf-

de as om hoeken =%~ , (k = 0,1,..., N-1);

2% digdergroepen van orde N = 2n bestaande uit een cyclische groep van
orde n en n draaiingen over ;T(van orde 2) om n assen, gelegen in
het vlak loodrecht op de as van de cyclische groep;

3° de tetraedergroep van orde 12, bestasnde uit alle draaiingen, die
een in de bol ingeschreven regelmatig viervlak in zichzelf trans-
formeren. Deze groep is isomorf met de alternerende groep A4;

4° de octaedergroep van orde 24, bestaande uit alle draaiingen, die een
in de bol ingeschreven kubus (ef regelmatig achtvlak) in zichzelf
transformeren., Deze groep is isomorf met de symmetrische groep 54;

5° de icosaedergroep van orde'GO, bestaande uit alle draaiingen, die
een in de bol ingeschreven regelmatigVtwintigvlak‘(of twaalfvlak) in
zichzelf transformeren. Deze groep 1s isomorf met de alternerende
groep A5.

Dat deze groepen de enig mogelijke eindige draaiingsgroepen zijn
is het eerst door F. Kleln [4] bewezen. We kunnen deze stelling 1n een
vod?gvnerallsatle geschiktere vorm brengen door de bol met behulp van
stereografische projectie op de bekende manier af te beelden op het
complexe vlak (met inbegrip van het punt ®0). Boldraaiingen gaan dan
over in gebroken 1ineaire tranSfofmatieS'van een specqiaal soort,‘die,
unitaire transfermaties genoemd worden: ‘
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De enige elndige ondergroepen van.de groep der unitaire transformatles :
van een complexe veranderllgke z13n dus ook de bovengenoemde.( o

- We kunnen nu de beperking tot unitaire transformatles laten verval~‘
len en dus vragen naar de eindige ondergroepen van de groep der gebpg“”“”
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lineaire transformaties van ecen complexe veranderlijke of, wat op het-
zelfde neerkomt als we de veranderlijken homogeen schrijven, van de
groep der complexe binaire projectieve transformaties.

Ook deze vraag is door F. Klein bantwoord in die zin, dat de enlge
ondergroepen weer dezelfde bovengenoemle groepen zijn.

§2. Generalisatic.,

Nu kunnen we het probleem onmiddellijk generaliseren tot dat van
de eindige ondergroepen van de groep der binaire projectieve transfors
maties over een willekeurig commutatief grondlichaam. Voor een uit-
voerige bespreking van dit probleem zie mijn dissertatie [61 . Het
blijkt dat als de karakteristiek van het grondlichaam nul is wederom
geen andere dan de bovenstaande eindige groepen mogelijk zijn. Is
daarentegen de karakteristiek p, dan treden verscheidene nicuwe typen
van groepen op, Dit wordt veroorgzaakt door het feit, dat alleen bi}
karakteristiek p transformaties met een samenvallend paar invariante
punten (polen) in een eindige groep kunnen optreden,

Van de verschillende problemen, die in dit verband gesteld kunnen
worden, willen.we er hier ééh bespreken. We zullen ons daarbij echter,
om niet te uitvoerig te worden, moeten beperken tot het geval dat de
karakteristiek nul is, We étellen de vraag naar de'existentie;van‘
bovenstaande groepen; dus uitvoeriger geformuleerd:

Gegeven een lichaam van karakteristiek nul; gevraagds welke eindige
groepen zijn ﬁe_realiseren als groepen van binaire'projeotieve trans=-
formaties met coefficienten uit dat lichaam, We nemen daarbij als be~
kend aan, dat dasrvecor geen andere dan de bovengenoemde groepen in
aanmerking komen.

§3. Existentie van cyclische groepen. |

We zoeken een transformatie van orde N, d.w.zZ. een transformatie,
waarvan de Ng en geen lagere macht de identieke transformatie is. We

stellen de transformaties voor door tweerijize niet-singuliere matrices
waarbij we, omdat het projectieve transformaties betreft, de (ongebrui-
kelijke) afsprask maken, dat we twee matrices als gelijk beschouwen als
de ene uit de andere ontstaaﬁldoor‘vermenigvuldiging-met een factor=#05‘
We noemen het grondllchaam Ke ' |

We kunnen door een progeetleve oobrdlnaientransformatle een matrlx
altljd in een van de beide volgende gedaanten brengen'

L.ty
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(N.B; De eigenwaarden'van de matrix behoeven als oplossing van een vier=
kantsvergelijking niet in K te liggen; een diagonaal- of driehoeksge-
daamte is dus niet in alle gevallen te bereiken!)

Nu geldt:

'(p 0“)N (p Yo ) ((%)N' o)
= N = : '
0 g 0 3 0 1

Als deze matrix dus orde N hecft, moet £ een primitieve NS cenheids-"
Vwortel.g zijn (primitief omdat anders de orde < N zou zijn), die dan
dus in K moet liggen. Bevat omgekeerd K de NS eenheidswortels, dan is

(5 %)
0 1
een matrix van orde N. In dat geval is de existentie dus gewaarborgd.

We nemen nu aan dat K de NE eenheidswortels niet bevat, Een eventuele
matrix van orde N moeten we dan zoeken onder die van de gedaante

y l) v
A 2:(2 o/ * '
De karakteristieke vergelijking van deze matrix luidt:

f(x) = x° - yX -2 =0,

Deze vergelijking is irreducibel, want als ze reducibel was met wortels
A,y A,in K dan was A in K toch op een diagonsal~ of driehoeksgedaante
te brengen, waaruit zou volgen dat X, en A, primitieve NS eenheids-
wortels zouden zijn in strijd met de veronderstelling. ‘
Dus heeft £(x) in een kwadratisch witbreidingslichaam van K twee ver-
schillende wortels v en wenindat lichaam kan A op de diagonaalvorm

-

0O w

gebracht worden. Als deze matrix orde N heeft moet
‘ v

(1) - w =S

een primitieve NS eenheidswortel zijn. Het kwadratische lichaam moet
dus de N2 eenheidawortels bevatten. Past men op (1) de substitutie S
van de groep van Galois toe, die de beide wortels v en w verwisselt,
dan vindt men |
v
: S§=§‘," ’

, SRR -1
of : S§ ;rg .

¢ en i'"l zijn dus geconjugeerd ten opzichte van K ende som
5 e -1 |
¢ +¢ L=

moet tot K behofen.
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Deze voorwaarde is ook voldoende, Want als é § in K ligt, zijn
g en é) - wortels van de vierkantsvergelijking:
xz—cx+1=0, (c=§+€-l).

In het kwadratische lichaam K(Q } kan men nu twee geconjugeerde elemen-
ten v en w zo bepalen, dat (1) geldt:

| v = {w,
Stelt men namelijk
v=a+ b{
dan wordt

- W

fl

Sv=a+b é -1

De voorwaarde v = g w geeft nu
De algemeenste oplossing hiervan is a = b, dus

’\(:Hg)i
z\(l*g

De karakterietieke vergelijking, waarvan v en w wortels zijn, wordt dan

()= 22 = Ao +2) x+ A2 (6 +2)= 0; o ={+ (Y

ll

v
w

1

en de matrix A wordt '
=( Ae+2) 1)
";A2(6+2) O .
Ditﬂgeeft ons de volgende stelling:

Stelling 1. Noodzakelijk en voldoende opdat in een‘llchaam K van karak-
teristiek nul een matrlx van orde N bestaat is dat € + Q in K ligt,
als § een primitieve NS eenheidswortel voorstelt. ’

In deze formulering is het geval, dat é zelf’in K ligt, begrepen.
Omdat bij de orden 2,3,4 en 6 de oirkeldelingspolynomen‘van de eerste

- of tweede gr%ad zijn, bestaan matrices vandeze orden in ieder lichaam,

§4. Ex1stentze van diBdergroepen. : |

Het is duidelijk, dat het voor de existentie van een dledergroep

van orde 2 n noodzakelijk is dat emn cyclische groep van orde-n besta&t
We nemen dus aan dat voor n aan de voorwaarden van stelling 1 voldaan

1is. l | | ‘

 We bewijzen eerst een hulpstelling,
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Hulpstelling 1. Een niet-singuliere matrix
= 3
r s

heeft dan en slechts dan orde 2, als p + s = O is.

.. 2
Bewijs: P 3 p° + ar - q(p+s) )
' r s r(p+s) qr + s2) = B
dus (p2 + qr)—(gr + 82) = (p~-s)(p+s)=0
q (pt 8) =0
r(p +8)= 0

Als p=-s=¢q=1r=0, is de matrix = E, Dus is p + s = O de gezochte
voorwaarde.{}ls K de n= eenheidswortels bevat, is een matrix A van orde

n in de gedaante ) ,
A = < O)
0 1

te brengen. Stel een matrix B van orde 2:

S
SNSRI

AB heeft dus pfde 2, als<;a -a = (é -1)a = O is, dus als a = 0 is.
Hieraan is te voldoen met een niet-singuliere matrix B, b.v. met

dan is

Als K de ng eenheidswortel niet bevat is een matrix A van orde n in
de gedaante A'= (y 1) s
z 0

te brengen; kiezenwe weer B als een matrix van orde 23

. (a. b
B = s -‘a),

v 1  { a b ay+c by - a ,

.z O/ \c -a a g : bz
A B heeft dus orde 2, alsay +c +bz=0, 0f c =~ay~->bz Hier-
aan kan voldaan worden met een niet-singuliere matrix B, b.ve.e a = O,
b=1, ¢ = -2z ( we weten dat =z 0 is).

In beide gevallen hebben we dus een matrlx A van.de orde n en een
- matrix B van de orde 2 gevonden, zo-dat hun product A B orde 2 heeft.

dan is

Yaar wit A B A B = B, of ABA =B volgt A" B A¥ B = A" lamal g o
Ak B B A B = F m.a,w, Ak B heeft ook orde 2‘ Hlerult volgt dat de
‘matrlces,Ak en A Kp (k= 0 1,...,n—l)een groep vormen, want B Ak An k. Bg?
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dus Ah.Ak Ah+k’ AR a¥p - Ah+kB, AkB.Ah = pR-btk B, Ah B.Ak B =

= A5, Dege groep is klaarblijkelijk een diddergroep. Dus

Stelling 2. Noodzakelijk en voldoende voor de existentie van een didder-
groep van orde 2 n als binaire projectieve groep over een lichaam K

van karskteristiek nul, is de existentie van de overeenkomstige cycli-
sche groep van orde n.

§s. Bxistentie van tetraeder—, octaeder— en icosaedergroep.

Om de existentie van een groep aan te tonen, is het voldoende
hetzelfde te doen voor een stelsel voortbrengende elementen van die
groep. We béginnen dus een geschikt gekozen stelsel voortbrengendente
kiezen voor de groepen Ays Sy enhg . |

Hulpstelling 2. De groepen A4, 84 en A5 zijn isomorf met groepen met
twee voortbrengenden A en B met de relatiess

bij A, 3 A3 = B = (4B)? = &,
bij S, 2t = 8% = uB)? = B,
bij Ay : =8 = 4?2 =E. ‘

Voor het bewijs zie men Dickson[ 2] , §264, {265 en §267, waar voort-—
~brengenden en relaties opgesteld worden, die op eenvoudige wijze in
de bovenstaande te transformeren zijn. ‘

Hulpstelling 3. Als twece matrices A en B gegeven zijn, zo dat de orden

van A, B en 4 B overeenkomen met de relaties in hulpstelling 2,-dan

brengen A en B een groep van matrices voort isomorf resp. met A4, 34
en A5§ o

(Men lette bn Wet verschil tussen P® = E en P heeft orde’n, diw.Z. n
is het kleingste ratuurlijke getal. waarvoor geldt P = E).

Bewijst De grocp G', vcortgebrach+ door A en B voldoet aan dezelfde
relaties als de abstracte groep ¢ gevormd met de relaties van hulp~-
stelling 2. Voigens een bekende stelling uit de groepentheorle is G!
homomorf beeld van Gz G'= & |
In het eerste ge¢a¢ zijn de orden van A en A B resp. 3 en 2, dus de orde
van G' een veelvoud van 635 als niet G'S G was, moest N orde 2 hebben;
daar echter A4 geen normale ondergroep van orde 2 heeft, is G'= A 4.
In het tweede geval zijn de orden van A en B resp. 4 en 3, dus de orde
van G' een veelvoud van 12; als niet G g was, moest N orde 2 hebben;
daar echter 84 geen normale’ ondergroep van orde 2 heeft, is G 84.
 In het derde geval is de orde van G zeker > 13 daar A5 enkelvoudig is.
volgt daaruit, dat G"% A,:’ . ‘
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Hulpstelling 4. Ben niet-singuliere matrix
(= 3
r s 1
heeft dan en slechts dan orde 3, als p2 + p s + 82 + qr=0 is.
Bewijss

(p q)3 =‘(p3 + 2 pQr + q:gs q(p2 + ps + 82 + qr)) I
. - 4
r s r (p” + ps + s° + qr)  par + 2 qrs + s

w

»

dus (p + 2 par + qrs)~(pqr +2 qrs + 8°)= (pr)(p + ps + s° + qr)= 0
q(p +ps+82+q_r)=0'
r (p +ps+sz+qr’)=.—0

Als p~s=gq =1 =0 is, is de matrix = E. Dus p2 + ps + 32 +qr =0

is de gezochte voorwaarde. ,
Noodzakelijk en voldoende voor het bestaan van de tetraeder-, octaeder-
resp. icosaedergroep ié dus het bestasn van een matrix A van orde 3, 4
Vresp. 5 en een matrix B van orde 3, zodat A B orde 2 heeft, Bevat K

een primitieve derde, vierde resp. vijfde eenheidswortel genaamd € ,

dan kan voor A gekozen worden

'(50
. o 1)

i

Stellen we | (a b)
) - %
. B ¢ d
den 1s (a 0y (e b) - (ea ab>
| AB= 10 1 c a) = c a,
"Dit heeft 6rde‘2, als €a+d =0 is, of d = -~ €a. De voorwaarde, dat

B orde 3 heeft, wordt dan ac + ad + d° + ho = 82 - £a° +¢° 8° 4 be =

= 0, Kiest mén b # O, dan is ¢ hieruit op te lossen. De zo gevonden
matrix is zeker niet singulier, mits a == O gekozen wordt, want singu-
lariteit 2zou betekenen 0=2ad - be = -aa? + a2 - 632+g a2 (1 5)2 2.f
De existentie is dasrmee dus aangetoond. ' ‘ ‘ '

Bevat K de betreffende eenheldswortel niet, dan is voor ex1stentle
‘toch in ieder geval noodzakelijk, dat matrices van de in de hulpstel* 3
 11ngen 2 en 3 vermelde orden bestaan. Matrlees van orde 2, 3 en 4 be~ .5
staan volgens § 3 a1t136~ er komt dus alleen voor de icosaedergroep
~een eis voor orde 5, n.1l, dat de vujfde eenheldwortels kwadratisch over

‘Riz13n, Z0 dat E+E i in K 11gt. S ‘, _3x Vi T e
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Nu is de vergelijking, waaraan & voldoet

x4 + x3 + x2 +x+1=0

en die, waaraan ¢+ £ voldoet:

x2 +x -1=0,

-1

De eis dat &€+ &~ in K ligt, is dezelfde als dat 5 in K een kwadraat
is. '

Nu is A in de vorm .

( Me+2)

. ‘ _ -1
:—A?(me)o) , e= t+ b ’

te brengen. Stellén we
B = (x 3”),
zZ u/

Ale+2) 1 x‘ y f Ale+2)x + 2z A(c+2)y +u
AB= ( A (c+2) O)‘(z u) = (.—f('c+2) X -,\(c+2) y )

dan is

Dit heeft orde 2 als Alc+2)x + 2z - A2(c+2)y = 0 is, Lost men 2 hier~
uit opt z = R(c+2)(,&y~x),<ian\wordt de voorwaarde dat B orde 3 heeft

x2 +x U+ U+ (c+2)( Ay = x) Ay = 0.

Kiezen we nu Ay als nieuwe veranderlijke, die we gemakshalve maar weer
¥y noemen, d an vindenw e het volgende algebraische criterium voor de
existenties |

(2) x2 +xu +ul+ (c+2 )y=x)y =

Hier komt nog de eis vah niet-singulariteit bij, dat is voor B
Xu=-=y2 % 0, mar daar -y z = x2 + x u + u2 is, reduceert deze eis
zich tots

' X+ u $+ 0. |
De vergelijking (2) is door eenmnie-sirgiliere homogene lineaire transfor-
mtie 1n het grondlichaam in een eenvoudiger gedaante te brengen. We

doen dit voor de drie groepen afzonderlijk,

1° Tetraedergroep. Hier is ¢ + 2 = 1. De vergellgklng is tesschrlgven

alse o 5 ,
~ -3 (x + x u+u” +y° - x-y)= 0 .

Door de transformatle.

x =2 x'
u= -x' + u' + y " transformatledetermlnant 4 % 0,
y= x —u‘ + y! S ‘4
“gaat dit over in (accenien weglaten): ,‘{g
]

x" +u ‘+‘y = O;,.,f”
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20 Octaedergroep, Hier is ¢ + 2 = 2 , De veéergelijking is te schrijven
alss ‘ :
i %2 + i xu+ 3 u2 + y2 -xy =0,

Door de transformatie
&
xe=2x' -2u
u = 2 u' » transformatiedeterminant = 4 i o0
y= x' - u' +yj
gaat dit over ins
x2 + u2 + y2'= 0.
30 Icosaedergroep, Hier voldoet ¢ aan 02 + ¢ - 1= 0, Door de transfor—
matie

X = 2‘(c+1) x!
w =~ (c+1) x' + u transformatledetermlnant =
| = 2 (c +c)~ 2+ 0,
¥y = (e+1) x* + ¢ y!
gaat (2) over ins ,
x2 + u2 + y2 =0 ,

In de drie gevallen is de gedaante van de vergelijking dus dezelfde .
geworden. De bijcondities voor niet»singulariﬁeit kunnen vervangen
worden door de eis, dat de x, u en y niet alle drie = 0 zijn (dat de
oplossing niet-triviaal is), De bijcondities voor de getransformeerde

veranderlijken luiden namelijk als volgt in de drie gevallens
o o

1 X+y+u+ 0,
2° x ¥ 0, j

{ A
3% (e+l) x+ u # O.

Als er nu in geval 1° een nletntr1v1ale oplossing bestaat, waarvoor
X+y+u=0 is, dan is door de" waarde van één ver%nderllake, die £ O
isy, in zijn tegengestelde te veranderen, een nlet—tr3W1ale op10531ng
te verkrijgen, waarvoor X +'y + u + 0 is. In geval 2% kandor verwis-
Sellﬂg van de waarden der veranderlijken steeds gezorgd worden, dat

# 0 is. In geval 3 kan evenzo gezorgd worden, dat u % 0 is; zou
Vdan (c+1)x + u = 0 worden, dan vervange men u door 213n tegengestelde-f

‘qupstelllng 5 Als 1n een 110haam de vergellgklngw

,\%) ‘ | ~  x2v+ y2 + u2 + z2 =‘O.‘

een nletwtrlvmale op10351ng heeft, dan heeft o0k

‘_k4) ,";’ x2 + y2 * u2 é~0

;epn n1et~triu1a1e op10551ng., Sde

iﬁ@@ﬂ;ﬂ_} Stel dat (3) niet trlviaal mplosbaar is in het 1lchaam K als
Cvolgts e i i .
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cé +réz+ﬂ§34ﬂ§4 = 0.
Zonder beperking van de algemeenheid kunnen we_§ % 0 stellen. Als -1

in K een kwadraat is, is (4) ook oplosbaar, namellgk door ( V-1,1,0).
We nemen dus aan, dat -1 in K geen kwadraat is. Dan is

(& 8 -8.8,, 858, +56.6,6.8)

een niet-triviale oplossing van (4). %mmers dat 2zij niet-triviaal is,
: kS .

volgt uit het feit, dat zeker 3, +4, # 0 is (-1 geen kwadraat); dat

het een oplossing is, blijkt door substitueren.

Hulpstelling 6. De lichamen waarin

x2 + y2 + z2 + u2 = 0O

niet-triviaal oplosbaar is, zijn juist de splitsingslichamen (splitting
fields, Zerf#llungsk®rper) van het gewone quaternionensysteem.

Bewijss (zie ook Van der Waerden [8] , Kap. 16). Bij de quaternionen
is het feit, dat het grondlichaam splitsingslichaam ié, aequivalent
met het optreden van nuldelers in het quaternionensysteem. Voor het
laatste is evenwel de niet-triviale oplosbaarheid van bovenstaande
vergelijking juist de voorwaarde.

Om de twee gevallen, die we aanvankelijk hadden onderscheiden, nu
weer samen te smelten tonen we nog het volgende aan,

Hulpstelling 7, Lichamen, die de derde, vierde of vijfde eenheidswor-
tels bevatten, zijn splitsingslichamen van het quaternionensysteem.
Voor de derde en vierde‘eenheidswortels is dat triviaal;_het volgt
onmlddelllgk uit hun deflnlerende vergellaklngg 0 = €L+fff~1 =
= g4 (6 ) + 12 resp. O = £+ 1 = g+ l .
Voor de vijfde eenheidswortels zullenwe het bewijs hier achterwege
laten. Met hulpmiddélen uit de algebraische getallentheorie is het
heel eenvoudig, Het kan ook rechtstreeks met behulp van de in het bo-
venstaande gegeven beschouwingen; het vereist dan e venwel een vrij
emvangrijk en vervelend gereken. .

De bovenstaande hulpstellingem stellen ons nu in staat de gezochte
ex1stent1estelllng uit te spreken: . ’ s
Stelling 3, De- tetraeder-, octaeder- en icosaedergroepen 21jn als groe-
pen van binaire projectieve transformaties te realiseren in die en
slechts die lichamen K van karakteristiek,nul, die splitsingslichamen
van het gewone'quaternionensysteem‘2ijn. In het geval van de icosaeder—
‘groep komt daar nog de eis bij dat 5 een kwadraat is in K. |
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§6. Toepassing op getallenlichamen.

Bij de beantwoording van d e vraag, welke lichamen splitsingsli-
chamen der quaternionen zijn, kan gebruik gemaakt worden van hetgeen
daarover uit de algebra bekend is. Als K een algebraisch getallenli-
chaam is, is het mogelijk daarbij afithmetische hulpmiddelen toe te
passen. Dat geval beschouwen we nog wat nader. Voor de resultaten
uit de theorie der hypercomplexe systemen, diq in het vervoig gebruikt
worden, zie b.v. Deuring [1], Kap. 6 en 7.

" Als R het, 1lchaamder rationale getallen is .en K een getallenlichaam,
dan is noodzakelijk en voldoende opdat X splitsingslichaam is van een
algebra (hypercomplex systeem) A over R, dat alle §p -adische uitbrei-
dingen K? van K, behorende bij een priemideaal P in K, splitsingsli-
chamen zijn vande eveneens p-adisch uitgebreide algebra A p? waarbij
p het priemgetal is, dat veelvoud van jp is, benevens de (reele of com-
plexe) uitbreidingen behorende bij de oneindige priemplaatsen. Zie
hiervoor Hasse [ 3] en K8the [5] .

Nu geldt evenwel voor een enkelvoudige algebra over een p-adisch
getallenlichaam; dat de .splitsingsiichamen die en slechts die zijn, .
waarvan de graad een veelvoud is van de index van de algebra. ’

De p-index van een algebra is echter slechts dan # 1, als p deler
is van de discriminaent van de algebra.

Er wordt dus slechts iets: geeist van de priemdelers van de discri-
rinant, die met de oneindige priemplaatsen samen, de vertakkings—
rlaatsen van d e algebra heten.

Bij het quaternionensysteem is de discriminant = =16, Br komen als ver-
takkingsplaatsen dus alleenceo en 2 én we behoeven in K alleencoen de
priemdelers van 2 te beschouwen. Nu geeftcw>de eis, dat het lichaam K
niet formeel reéel is: derang van de perfecte uitbreiding van K moet
>1 zijn over het erin bevatte redel afgesloten lichaam. Deze eis is
¢vident, want in een redel lichaam kan nooit een som van kwadraten op
niet-triviale wijze mul zijn¢
‘ De priemdelers P van 2 geven aanleiding tot -adische uitbreidingen
van K, die men als volgt vindt: (zie Van der Waerden [71 , 8§76 ) ont-
bind de definiérende vergelijking van K in 2-adisch irreducibele fac-
toren. Taat deze factoren de graden 81929 &p hebben. Dan hebben de
&»@dlsche ultbreldlngen van K, die bi}j de prlémdelers van 2 behoren,
eveneens de graden 8yre e 28pe

Men kan ook 2 4in K in priemidealen ontbindens

ey

e L4
23 ?,’331""*"?'. k u“‘,



Laat §ide graad £, hebben. Dan is

g; =e; f; .

De & —adische uitbreidingen van de graden 819+ +98y zijn volgens de
zo juist genoemde stelling slechts dan splitsingslichaam van de
quaternionenalgebra, als hun graden 8yser- 98y alle even zijn. We
krijgen dus het volgende criteriums

Stelling 4. Nodig en voldoende, opdat een getallenllchaam K sp11t51ngs-
lichaam van de guaternionen is, is:

i

1° dat K niet formeel redel is, dus geen re8le geconjugeerden heeft,
2% dat in de prlemldeaalontblndlng van 2 de producten e; f van ex=—
ponenten en graden alle even zijm.

Men kan d4it criterium ook formuleren met behulp van de definiérende-
Vergellaklng van Ks
Stelling 5. Nodig en voldoende, opdat een getallenlichaam K splitsings—
lichaam van de quaterhionen is, is, dat de definirende vergelijking
van K zowel re®del als 2-adisch in priemfactoren van even graad uit-
eenvalt, |

"

§7. Voorbeelden.
Het evidente feit dat een redel lichaam nooit splitsingslichaam

‘kan zijn van de” quaternionen stelt ons in staat onmiddellijk alle be-
staande groepen over het lichaam R der rationsle getallen op te schr13~
ven, n.l. oycllsche groepen van orden 2,3,4 en 6 en de bijbehorende
digdergroepen van orden 4,6,8 en 12, |

~Als tdepassing van de in §v6 behandelde getallentheoretische hulp-~
middelen behandelen we het geval van de kwadratische getallenlichamen
R( VD), waarin D een kwédraatvrij geheel rationaal getal voorstelt.
De defini¥rende vergelijking is dus ‘

> x2—~]3=0.

1

( .
Deze moetenw e reéel en 2-adisch ontbinden. Het lichaam zal splitsings-
lichaam zijn, als ze in beide gevallen irreducibel»blijft. Regel is
dat dan en slechts dan het geval als D < O is.Voor de 2-adische ont-

&

tinding beschouwen we eerst
(6) x> =D =0 (8) . - L -
DeZe congruentie is dan en slechts dan oplosbaar als D = 0(4) of "

= 1(8). Het geval D ~0(4) is evenwel ultgesloten, omdat D kwadraaty-

vrij verondersteld was. Als dus D # 1(8) is, is (6) onoplosbaar, dus
Zeker (5) 2-adisch onoplosbaar, dus‘2-adlsch 1rreduc1bel.‘




~13~

Als D = 1(8) isy stellen we 3 -~ D = 8 k en transformergn x door
x=2y + 13 de vergelijking wordt dan

4 (32 +y+ 2 x)= 0.

Nu is de vergelijking

y2 +y+2k=0,

.opgevat als congruentie mod 2, ontbindbaar in relatief prieme factoren
(n.l. y en y + 1), Dagruit volgt, dat dit ook in het lichaam der-2-
adische getallen het'geval is (zie van der Waerden[l7], §76 Reduzibi-
litdtskriterium), en daaruit weer hetzelfde voor de oorspronkelijke
vergelijking (5), In dit geval dus géen splitsingslichaam. Dus we
vindens ' : ,

S8telling 6. De kwadratische getallenlichamen R(\ﬂﬁ), D kwadraatvrij,
zijn splitsingslichamen der quaternionen dan en slechts dan, als

D<O enD 2 1(8),

Titeratuur.
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